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COMPACITI? DE ~ENSE~BLE DES Rl%iEAUX ISOSPECTRAUX 
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(Received 21 October 1995) 
Soient (X,m) une variete riem~nienne fermee (i.e. sans bord, connexe et compacte) et 
A l’operateur de Laplace-Beltrami operant sur Cw(X). Cet optrateur poss&de un spectre 
discret qui s’appelle le spectre de la varittt. Une question naturelle est de savoir dans quelle 
mesure le spectre determine la geometric de la variete. En particulier, deux varietts 
isospectrales ont-elles isomttriques? Depuis l’exemple de Milnor, on sait que la reponse 
a cette question est negative. De plus, la construction par Gordon et Wilson de deforma- 
tions isospectrales a montre que, en general, l’ensemble des varietes ayant un spectre don& 
non seulement ne se reduit pas a une dasse d’isombtrie mais peut en contenir une infinitk 
non d~nombrable. 11 se trouve cependant que l’ensemble des classes d’isometries parcouru 
lors des deformations isospectrales de Gordon et Wilson est compact et la compacite de 
l’ensemble des varietes ayant un spectre don& semble etre le seul resultat d’ordre general 
que l’on puisse esptrer obtenir. Ce rtsultat a et4 demontre en dimension 2 par Osgood et al. 
[I] et des rtsultats partiels en dimension 3 ont Cte obtenus par Brooks et aE. [2]. 
Dans cet article, on s’intiresse au cas des varietes localement isometriques. On est alors 
dans le cadre suivant: (X, m) est une variete riemannienne que l’on fixe une fois pour toutes 
et on considere des varittes riemanniennes du type (r\X,m,) oi r est un sous-groupe 
discret dun groupe G d’isometries de (X,m) qui opere librement sur X de sorte que IY\X 
soit une variett compacte et m, est la metrique induite par m. A l’exception dun exemple 
recemment construit par Gordon, tous les exemples de couples de varittes isospectrales et 
non isometriques, y compris les deformations isospectrales de Gordon et Wilson, connus 
a ce jour sont de la forme (I, \X, m,,) et (I, \X, mr,) oh rl et I, sont deux groupe discrets 
d’isometries. 11 est done nature1 de considerer l’ensemble Ysos(TO) des sous-groupes r dun 
groupe d’isometries G tels que (I\X,m,) soit une variete compacte ayant meme spectre 
qu’une variete (r,,\X,m,) don&e. Le principal resultat de cet article est que l’ensemble 
.Ysasos(r,) est compact. Pour cela, on montre que le spectre de (I\X,m,f determine la 
longueur de la plus petite geodbique p~~odique de cette variete qui ne se releve pas en une 
geodesique periodique de (X,m). On utilise ensuite la g~n~ralisation du critere de Mahler 
due a Chabauty. On montre ensuite que si la variite X est analytique et si le groupe G verifie 
une hypothbse technique qui est verifite par tous les groupes usuels, alors Ysos(r,) n’a 
qu’un nombre fini de composantes connexes par arcs. De plus ces composantes connexes 
par arcs ont une structure d’ensemble analytique. 
L’existence des deformations isospectrales de Gordon et Wilson montrant qu’on ne peut 
esperer, en general, un meilleur resultat que la compacite de Ysos(I,), on peut se 
demander quelle hypothese portant sur Ies groupes d’isomttries forcerait Ysos(IO) a itre 
petit. Le risultat obtenu est que si les groupes ~isom~tries considtrts sont soit compacts, 
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soit semi-simple sans facteur compact, alors les elements de 3ks(I’,) donnent lieu A un 
nombre fini de classes d’isomttries. 
Le but de la quatrieme partie est d’obtenir un resultat analogue concernant le spectre 
des longueurs. Rappelons que le spectre des longueurs d’une varitte riemannienne (X, m) est 
l’ensemble des longueurs des g&odtsiques pkriodiques qui ont une longueur minimale 
parmis toutes les courbes periodiques de leur classe d’homotopie libre, la multiplicite 
dune longueur 1 &ant &gale au nombre de classes d’homotopie libre de X dont la plus 
petite geodesique periodique est de longueur E. 11 est bien connu qu’il existe de profondes 
relations entre le spectre du laplacien et le spectre des longueurs et on peut penser obtenir 
une resultat analogue B celui obtenu pour le spectre du laplacien. Le resultat obtenu est 
malheureusement plus faible. On montre en effet que l’ensemble L - ~sos(~,)~ des sous- 
groupes I dun groupe d’isometries G tels que (IY,X,m,) soit une variete compacte ayant 
meme spectre des longueurs qu’une variete (lYo\X,m,) et un volume <C est compact. 
L’hypothbe portant sur la majoration du volume est peu naturelle et sans doute 
superflue et on peut s’en passer dans le cas des espaces localement symetriques a courbure 
negative. 
La derniire partie de cette article est consack a l’application des ksultats precede- 
mment obtenus A des problemes de representations. Le lien entre les problemes d’isospec- 
tralite et ceux de representations se fait A travers le theorbme de Sunada [21]. Pour cela, si 
F est un sous-groupe discret d’un groupe G d’isometries, on note zr la representation de 
G induite par la representation triviale de F. Le theoreme de Sunada nous dit que si Fi et 
F, sont deux sous-groupes de G tels que les representations TC~, et zrl soient tquivalentes, 
alors les varietes ont (F, \X, mr,) et (I, \X, mr,) sont isospectrales. On est done amene a se 
demander quelles proprietts du groupe I se lisent dans K,-. En particulier, la representation 
7rr determine-t-elle F a conjugaison pres? La reponse a cette question est negative t on peut 
m&me construire des d~fo~ations continues de sous-groupes discrets qui induisent des 
representations equivalentes, c’est d’ailleurs ce qui se passe lors des deformations de 
Gordon et Wilson. On voit done que, comme pour les problbmes d’isospectralite, on ne 
peut espkrer montrer, en general, autre chose qu’un resultat de compacite. C’est le but de la 
derniere partie que de montrer que F0 est un sous-groupe discret et co-compact dun groupe 
de Lie connexe G, alors l’ensemble &p(Fe) des sous-groupes F qui sont tels que les 
representations zr et TC~, soient Cquivalentes est un ensemble compact. On montre ensuite 
que sous les memes hypotheses que dans la partie prtcedente, l’ensemble &p(Fe) se reduit 
A une reunion finie de classes de conjugaison. Finalement, on montre que si G est 
simplement connexe, resoluble et n’a que des racines reelles, en particulier si G est nilpotent, 
alors .%ep(I,) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. 
2. QUELQUES RAPPELS 
Le but de cette partie est d’enoncer la generalisation du critere de Mahler due 
a Chabauty et de rappeler les proprittes de base sur les domaines fondamentaux. 
Rappelons tout d’abord que si G est un sous-groupe fermt: du groupe des isometrics 
dune variete riemannienne (X, m) et si PG est une mesure de Haar sur G, alors [3, p. 1070] il 
existe une unique mesure PG sur G\ X telle que, en notant u, la mesure riemannienne, pour 
toute fonction rp qui est C” et a support compact on ait: 
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Notons que ce resultat s’applique en particulier quand (X,m) est un groupe de Lie muni 
dune metrique invariante a gauche et G un sous-groupe discret que l’on note alors I. On 
prend alors comme mesure /A,. la mesure de dinombrement. 
On considere maintenant un groupe de Lie G et on veut munir l’ensemble A&,- des 
sowgroupes discrets de G dune topologie. Pour cela, si U est un ouvert, K un compact et 
I, est un sous-groupe discret, on definit -Ir ,, “, K comme etant l’ensemble des I dans J& tels 
que I,nK z IW et TnK E I,, U. La topologie engendree par les VrO,,, s’appelle la 
topologie de Chabauty. On verifie facilement que, muni de cette topologie, J& est m&is- 
able, puisque c’est un espace regulier A base denombrable. Finalement, rappellons que, une 
mesure de Haar Ctant fixee, on note P,- la mesure naturelle sur I\G definie au debut du 
paragraphe. On peut maintenant Cnoncer le critbre de Mahler [4]: 
PROPOSITION 1. Soient G un groupe de Lie et U un ouvert de G contenant l’kltment neutre 
e, alors l’ensemble des sowgroupes r de G tels que Tn U = {e} est un compact de .&. De 
plus, si une suite {rn>nr 1 d’tlkments de ce compact converge vers un groupe r, alors 
p,(r\G) < liminf,-+, p#.\W 
On peut se demander si deux groupes proches pour la topologie de Chabauty se 
ressemblent dun point de vue algebrique. Meme dans les cas simples, ceci nest pas vrai: il 
suffit de regarder le cas oti G = R et de prendre I”” = nZ et I = (0). 11 est immediat que 
I, converge vers I mais I, et I ne sont jamais isomorphes. Cependant, si on l’on ne 
considere que des sous-groupes cocompacts, on Cvite ce genre de phenombne [S]: 
PROPOSITION 2. Soit G un groupe de Lie ayant un nombrejni de composantes connexes, alors, 
si l’on note A$ l’ensemble des sowgroupes r de G qui sont discrets et tels que I’\G soit compact: 
(a) J$ est ouvert duns &to. 
(b) Si I est duns .Mg, alors il existe un voisinage de r dont tous les elements sont deux 
a deux isomorphes. De plus, si r, est une suite qui converge vers r, alors, pour n assez grand, il 
existe un isomorphisme (P,, de r vers I-, tel que pour tout y duns r, on ait: lim,, + m q,(y) = y. 
Pour terminer cette partie, on va faire quelques rappels sur les domaines fondamentaux. 
On considbre une variete riemannienne (X, m) et un groupe discret d’isometries I’ qui opere 
librement sur X. On appelle domaine fondamental pour I tout ensemble mesurable D tel 
que X = Uycry . D, et, si v, designe la mesure riemannienne associee a m, alors 
v,(D A y . D) = 0 pour tout y non trivial. On verifie facilement que v,(D) est independant du 
choix de D et est Cgal au volume du quotient I\X muni de la metrique induite par m. Un 
exemple classique de domaine fondamental est le domaine de Dirichlet que l’on definit 
comme suit: on fixe x dans X et on note D?(x) l’ensemble des y dans X qui sont tels que 
d(w) < d(y, 7x) et Wx) = fiYEr D,(x). On verifie facilement que D,(x) est un domaine 
fondamental et que Dr(x) est compact si et seulement si la varieti: quotient I\X l’est. On 
peut maintenant montrer: 
LEMME 3. Soient G un sous-groupe fermk, ayant un nombrejni de composantes connexes, 
du groupe des isomktries d’une varittk riemannienne (X,m) et {r,,},, , une suite de sous- 
groupes discrets de G qui converge vers un sous-groupe r qui opkre librement sur X et tel que 
les quotients r,\x et r\x soient compacts, alors: 
(a) Pour tout x duns X, il existe un compact K de X tel que Dr(x) et Dr.(x) soient inclus 
duns K, et ce pour tout n. 
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(b) Pour tout x duns X, on a: limn++co u,(Or.(x)) = u,(Q-(x)). 
(c) 11 existe une suite On, dtlfinie pour n assez grand, de di@omorphismes de X qui converge 
vers i’identiti pour la topologie C” telle que l’on ait l7, = f3,I’d~ ‘. 
Preuve. Remarquons tout d’abord que, puisque l’action de G sur X est propre, la 
compacite de lY\X entraine celle de T\G. Montrons tout d’abord que, c &ant un reel positif 
et x un element de X, si l’on note D;(x) l’ensemble des y dans X qui sont tels que 
d(y, x) g d(y, yx) + c et D;(x) = fly E r D;(x), alors D;(x) est compact. Pour cela, on remar- 
que que min,,r d(y, yx) est &gal a la distance riemannienne (pour la metrique induite par 
m sur T\X) des projections de x et de y dans r\X. On en deduit que si y est dans Dffx), 
alors d(y, x) < diam(r\X) -t c. I1 en resulte que r>~(x) est ferme et borne, done compact. On 
utilise maintenant le fait c.5, p. 484, Lemme 7,2a] qu’il existe un compact W de G tel que 
G = uyfry. W et pour tout n on ait G = Uyer,~. W. Posons e = supwEWd(x,w.x) et 
montrons que Dr.(x) c D;(x). Soient y dans Dr.(x) et y dans r, il existe w dans W et yn dans 
r, tels que y = y,w et on en deduit que d(y,x) 6 d(y, y,, . x) < d(y, y . x) + 
d(y . x, 7”. x) < d(y, y . x) + c. Ceci &ant vrai pour tous les elements y de F, on a bien le 
resultat annonce. La partie (a) du Lemme est done demontree t on peut prendre comme 
compact K = DE(x). 
La partie (b) se montre facilement en utilisant Ie fait que la fonction caracteristique de 
&(x) converge presque partout vers celle de Q-(x) quand n tend vers I’infini et en 
appliquant le thtoreme de convergence dominee, theoreme que l’on peut utiliser d’apres la 
partie (a) du Lemme. 
Pour montrer la partie (c), on utilise les resultats de [6]. On note &J&, = BO(r, G) 
l’ensemble des homomorphismes p de r dans G tels que p(T) soit un sous-groupe discret et 
co-compact de G. On munit, dans un premier temps, C& de la topologie de la convergence 
simple, puis dun structure d’ensemble analytique [6, p. 3821. D’apres la proposition 
precedente, il existe une suite so,, d’isomorphismes de r vers r, qui converge dans &, vers 
l’inclusion i de r dans G. Pour n assez grand, (P” est dans un voisinage connexe par arcs de i. 
La partie (c) se montre alors en reprenant les preuves de [7, Theorem 4, p. 591 et [8, 
Theorem 6.19, p. 1001. •J 
~emarq~e 4. Dans les articles ES] et [6], les auteurs considerent des groupes de Lie 
connexes. On verifie cependant que les rksultats que l’on a cites restent vrais pour des 
groupes ayant un nombre fini de composantes connexes. 
3. PREUVE DU R@SULTAT PRINCIPAL 
Precisons tout d’abord fe cadre dans lequel on va se placer. On considere un sous- 
groupe ferm& G du groupe des isom~t~es dune variete ~emannienne (X, m) et on suppose 
qu’il existe un sous-groupe discret r de G tel que I-\X soit une variete compacte. Comme le 
groupe r est un groupe d’isomttries, la metrique m induit une metrique m, sur r\X de 
sorte que la projection de (X,m) sur (T\X,m,) soit un revetement riemannien. Finalement, 
l’ensemble k’o des sous-groupes discrets de G sera muni par la suite de la topologie d&rite 
dans la premiere partie. On peut maintenant Cnoncer le resultat principal: 
PROPOSITION 5. Soit l’, un groupe discret contenu duns un so-groupe G ayant un nom~re 
fini de composantes connexes du groupe des isomktries d’une variktg riemannienne (X, m) tel 
que rO \X soit une variktt? compacte. Alors i’ensemble $sos(rO) des sous-groupes discrets r de 
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C tels (r\X, mr) soit une variCti compacte qui ait m2me spectre du laplacien que (TO\X, m,) 
est une partie compacte de I’ensemble J& des sous-groupes discrets de G. De plus, ii n’existe 
qu’un nombre jini de type de di@omorphisme pour les variktis I’\X quand r parcourt 
$s0s(r,j. 
La preuve &ant beaucoup plus simple lorsqne X est compacte, nous dfons traiter ce cas 
li part. 
Dam ce cas G est aussi compact et we theoreme de structure assure qu’il n’existe qu’un 
nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes finis de G ayant un cardinal donne 
[S, p. 1321. Comme deux variitis isospectrales ont m&me volume, si I7 est dans ,Ibsos(rO), 
alors r et r0 ont meme cardinal et la proposition est demontree. On obtient done que 
$sos(T,) est une reunion finie de classes de conjugaison dans G de sous-groupes ayant 
m8me cardinal que r,, ce qui veut dire que dans ce cas le speztre du laplacien determine un 
nombre fini de &asses d’isometries de va&tes du type (lY,X,m,) oti r est sous-groupe 
discret de G. Comme nous le verrons plus loin, ce r4sultat n’est en generat pas vrai si la 
variete X n’est pas compacte. 
Remarquons que l’on ne peut, en general, obtenir un meilleur resultat, c’est-a-dire que, 
en general, _Esos(TO) n’est pas reduit a une seule classe de conjugaison. Pour voir cela, ii 
suffit de prendre la sphere S” munie de sa metrique canonique, G = SO(n + 1) et de choisir 
pour rO un des nombreux groupes construits par Ikeda [lO] donnant lieu a des exemples 
d’espaces lent~culaires i ospectraux et non isometriques. 
Les arguments utilises ne sont plus du tout les memes. Nous alions mainteuant avoir 
besoin du critere de Mahler. Nous avons done besoin de trouver un voisinage U de 
l’element neutre e de G tel que pour tout r dans ~sos~r~~, on ait I’n U = {ej, Pour cela, si 
g est dans G, on pose E(g) = inf, E x d(x,g. x) et si r est dans 3sos(T,), on pose 
lo(r) = infYEf_+.) I(r). Dun point de vue geometrique, si y est dans r, alors t(v) est la 
longueur de la plus petite geodesique periodique de (T\X,m,) qui est dans la classe 
~~omotopie libre co~espond~~t a la classe de conjugaison de y dans r et &,(I-) est la 
longueur de la plus petite geodesique periodique de (IJX, m,-) qui n’est pas homotopique- 
ment triviale. Le resultat qui va nous permettre d’utiliser le critere de Mahler est le suivant: 
LEMME 6. Pour tout I: dans #sosfrO), alors lo(T) = 10(TO). 
Preuve. On va utiliser la formule de trace de D. DeTurck et C. Gordon et des estim~es 
sur le noyau de la chaleur. Tout d’abord, si l’on note k(x, y, t) oti x, y sont dans X et t > 0 le 
noyau de la chaieur de (X, m), alors le noyau de la chaleur de (IJX, mr) est don& par [ 113: 
kr&,Y, t) = Cgcf k(x, y . y, t). D’autre part, il est bien connu que, pour tout t > 0, I’operateur 
exp( - tA,r) est 4 trace et que si l’on note Z&) la trace de cet operateur, alors les varietes 
(T\X,mr) et (r,\x,m,) sont isospectrales i et seulement si les fonctions Zr et 2, sont 
&gales. Le but de la formule de trace de D. DeTurck et C. Gordon est d’exprimer fonction 
Zr en fonction du noyau de la chaleur de (X,m). 
Pour tnoncer cette formule nous avons besoin de fixer quelques notations. Si y est dans 
r, on notera r, le centralisateur de y dans r, [y& sa cfasse de conjugaison, [IJ l’ensemble 
des classes de conj~gaiso~ et uwr, ia mesure riemann~enne associ&e a la metrique mr;. induite 
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par m sur r,,\X. On peut maintenant Cnoncer la formule d&irCe [3, p. 10691. Four tout 
t > 0, on a: 
On observe maintenant que le terme de cette somme correspondant & l’&tment neutre est 
6gal& [3, p. 1072-j: 
s 
k(x, x, t) dv,,W = /+(I’\ G) 
r\x s 
k(x, x, 0 d&J 
G\X 
oti & et &- sont les mesures naturelles ur G\X et r\X construites de la manike indiquke 
au dkbut de la premikre partie, une mesure de Haar sur G ayant &:tt fix& une fois pour 
toutes. Comme, p#\G) = u~~(r\X)/~G(G\X), ce terme ne fait intervenir le groupe I? que 
par l’intermkdiaire de v,,(T\X). On utilise maintenant le fait que deux varibtQ isospec- 
trales ont m&me volume et on obtient que, en posant 
si r est dans $sos(r,), alors W,- = W,,. La fin de la preuve du lemme consiste li montrer 
que, si l’on pose n = dim X, alors 
l,(r) = sup 1 > 0 lim t”j2 exp(~‘/4~) W&) = 0 
i I 
. 
r-0’ I 
Nous allons tout d’abord montrer que pour tout lx lo(r), on 
a lim,,,+ t”” exp(12/4t) Wr(t) = 0. Pour cela, on utilise le fait qu’il existe une constante 
C > 0 telle que, pour tout t dans [0, 1] et x,y dans X, on ait [ll]: 
0 -=z k(x, y, t) < CtVJ2 exp( -d’(x, y)/4t). On en dC?duit que pour tout t dans [0, 11, on a: 
exp( -d’(x, Y . x)/4@ du,,jx). 
Fixons maintenant un nombre TV dans 10, l[ et posons lo(T) = lo_ Alors, pour tout 
x dans X et y dans lY - (01, on a: d2fx, y . x) 2 al: + (1 - I#‘(x, y . x). On obtient done: 
exp( -(l - a)d2(x, y . x)/4t)du,,(x). 
Pour tout nombre s > 0, on dtfinit sur une fonction rp, en posant 
cpS(x) = C exp( - 0x, 7. N4s). 
VET 
En utilisant les mdmes arguments que dans [ll, p. 4911, on montre que cette strie est 
convergente t que cpS est une fonction continue sur X qui est invariante par r (on notera 
encore cpS la fonction induite sur T\X). On vient done le montrer que pour tout t dans 
[0, 11, on a: 
Wr(t) G Cexp(-&/4t)t-“” %/(l -dah&) - h,(w) 
> 
. 
On remarque maintenant que quand t tend vers O+ en dtcroissant, la suite de fonctions 
~~~~~~~~ converge en d&croissant vers la fonction constante igale ri 1. On peut done 
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appliquer le thtoreme de convergence dominee et on obtient que pour tout a dans IO,1 [, on 
a lim,,,+ t”” exp(c&/4t) Wr(t) = 0, ce qui est bien le resultat annonce. 
II reste a montrer que pour 1 > lo(T), on a lim inf, _O+ t”” exp(12/4t) Wr(t) > 0. Pour cela, 
on utilise une minoration du noyau de la chaleur obtenue par Cheeger et Yau. On remarque 
que r. = min, E ux Ricc(u,u) est fini car (X,m) admet un quotient compact (UX designe le 
fibre unitaire de (X, m)) et on obtient [12, p. 4773 que pour tout t > 0 et tout x, y dans X, on 
a k(x, y, t) z k,O(d(x, y), t) oti k,, est le noyau de la chaleur de l’espace simplement connexe 
a courbure constante dont la courbure de Ricci est r. (comme un tel espace &ant 
deux-points homogene, le noyau de la chaleur ne depend que de la distance). Choisissons 
maintenant y. dans F tel que I(y,) = lo(F). C omme le noyau de la chaleur est positif, on 
obtient: 
Fixons maintenant 1 > E,, et notons U la projection sur F?,,\X de l’ensemble des x dans 
X tels que d(x, y. . x) < 1. Comme k, est une fonction decroissante de la distance [12, p. 4741, 
on obtient: Wr(t) > k,(I, t)u,,JU). Remarquons que, U ttant un ouvert relativement 
compact, v,,(U) est non nul et fini et, pour montrer le resultat, il s&it de verifier que 
lim, _, @+ t”” exp(~‘/4~)k~~(~, t) > 0. Remarquons tout d’abord que r. < 0, sinon, d’apres le 
theoreme de Meyers, X serait compacte. Si r. = 0, la limite precedente st egale a (47~)“~~ et 
si r. < 0, elle &gale a (4n)-“~2al/sh(~1) avec Q = ((1 - n)ro)lj2 [13, p. 4091. On a done bien 
montre que si I > E,(r), alors liminf,,,+ t”j2 exp(E2/4t) Wr(t) > 0. Le lemme est done de- 
montre. 0 
D’apres le lemme precedent, si 11 est un Clement de I’ - {e} od F est dans $sos(Fo), alors 
pour tout x dans X, on a d(x, y .x) 3 lo(To). 11 existe done un ouvert U de G contenant 
1’elCment eutre e tel que pour tout F dans Aos(F,), on ait UnF = (e>. Soit (ml. >, une 
suite d’elements de ~ssos(Io). D’apres ce que l’on vient de voir, on peut appliquer le critire 
de Mahler. 11 existe done un sous-groupe discret I et une sous-suite que l’on notera encore 
(m>,# zf qui converge vers F. I1 nous faut maintenant montrer que F est dans Asos(Fo). 
L,e premier point consiste a montrer que F\X est une variete compacte. Remarquons 
tout d’abord que l’action de I’ est libre. En effet, supposons qu’un Clement y de F - {e) 
admette un point fixe x. Comme y est la limite dune suite (y,), a 1 oti yn appartient 
a rl, - {e}, on aurait Z( yn) < d(x, yn. x) et, le membre de droite tendant vers 0, on aurait une 
contradiction avec le lemme precedent. 11 reste a montrer que I\X est compact. Pour cela, 
now allons montrer: 
LEMME 7. Ii existe une c~nsta~te 13 > 0 telle gue pour tout IF dans A&‘,), on ait 
diam(I’\X, m,) d D. 
Preuue. Fixons deux points x et y de I’\X tels que d(x, y) = diam(r\X, m,) et choissons 
une geodbique minimisante c parametree par longueur d’art telle que c(0) = x et 
c(d(x, y)) = y. On pose a = lo(lTo)/4 = lo(T),/4 et on remarque qu’il existe un nombre u > 0 
tel que pour tout F dans Aos(F,) et pour tout z dans F\X, on ait u,(B(z, a)) 3 v. Ceci est 
une consequence directe du fait que l’application z H u,(B(z, a)) est continue sur F\X et 
strictement positive. Le nombre D,- = inf z E r,x u,(B(z, a)) est done stricement positif. Pour 
voir que or est indtpendant de I, on remarque que si un point x de X se projette sur un 
point z de I’\X, alors les boules B(x,a) et B(z,a) sont isometriques et ont done meme 
volume. On en dtduit que vr = inf xfx ~~(B(z,a)) = v et ce pour tout I: dans Aos(F,). On 
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appelle maintenant N la partie entibre de d(x,y)/2a. Alors les boules B(c(2ia),a) sont 
deux-a-deux disjointes quand i parcourt (0, . . . , N}, puisque c est une geodbique minim- 
isante. On en deduit que d(x,y)u/(2a) d (N + 1)~ < u”(I\X) = v,(IYe\X). Si on pose 
D = 2~~~(r~\X}/u, pour tout I dans ~sos(IO), on a ~i~~(r\X,rn~) < D. [7 
Fixons un point x dans X, alors la projection de la boule fermee B(x, I)) dans I,\X est 
surjective, et ce pour tout n. En effet, si X dbigne la projection de x dans I,\X et si jj est un 
point de I’,\X, alors l’extremite de la relevee partant de x dune gtodesique minimisante 
entre x et j est un point de B(x, D) qui se projette sur y. On en deduit que pour tout ~1, 
on a: X = UYKErn yn. B(x, D). Si y est dans X, l’ensemble K = f g E G 1 y E 
g . B(x, II)> est compact, puisque I’action de G est propre, et il existe un ilkment y,, dans 
I, n K, et ce pour tout n. On peut alors extraire un sous-suite de la suite { y,, In ai qui 
converge vers un element y de I et on obtient que y est dans y . B(x, D). On a done montre 
queX=UYErY. B(x,D), ce qui assure la compacite de I\X. 
Pour terminer la preuve de la proposition, il reste a montrer que le spectre de (I\X, mr) 
est le meme que celui de (I,,\X, m,). Pour cela, on utilise la partie (c) du Lemme 3 de la 
premiere partie. II existe une suite 6, de diffeomorphismes de X qui converge vers l’identite 
pour la topologie C” telle que I, = @,I’@; ‘. I1 est immkdiat que 8, induit un diffeomor- 
phisme, que l’on notera encore &, entre r \X et I,\X. On remarque maintenant que 
(r,\X,m,) et (F\X, tl,*m,) sont isometriques. Le resultat annonce decoule du fait que la 
suite de mttriques 8,*m, converge vers m, et de la continuitt des valeurs propres par 
rapport a la metrique. 
Le fait qu’il n’existe qu’un nombre fini de type de diffeomorphisme pour les varittes 
I’\X quand I parcourt 9sos(10) est une consequence directe de la compacite de 9sos(10) et 
du Lemme 3 de Ia partie 2. 
La proposition est maintenant demontree. q 
Remarque 8. (a) On verifie facilement que l’ensemble des varietts (I\X,m,) quand 
r parcourt 9s0s(ro) est compact pour la topologie C”. 
(b) On ne peut en general obtenir un rbultat plus prtcis que celui que l’on vient de 
montrer. En effet, on verifie facilement que l’ensemble ,lasom(F,) des sous-groupes discrets 
IT de G tels (IJX, m,) et (I’,\X, m,) sont isometriques est une partie compacte de && et on 
pourrait espkrer que $sos(IO) soit une reunion finie de telles parties, c’est-a-dire que le 
spectre determine un nombre fini de classes d’isometries. 11 est deja connu que ceci est vrai 
dans certains cas (tores plats, surfaces de Riemann, varietes de Heisenberg, voir [ 141 pour 
des references) mais nest pas vrai en general. Pour voir cela, on considere un groupe de Lie 
R resoluble, simplement connexe, de type exponentiel (par exemple un groupe nilpotent 
simplement connexe) et admettant un sous groupe discret et co-compact IT. Si on munit 
R dune metrique invariante B gauche m, alors R opke alors sur lui-mime par translations 
a gauche comme un groupe ~isom~tries. Gordon et Wilson introduisent [3, IS] le groupe 
AIA(R; I?) des automorphismes presque interieurs relativement a I? qu’ils definissent 
comme &ant l’ensemble des automorphismes de R qui laissent stables les classes de 
conjugaison dans R des elements de I. 11s montrent que AZA(R; r) est un groupe de Lie 
qui contient le groupe ml(R) des automorphismes interieurs et que si 
dim(AZA(R;lT)) > dim(im(R)) et si &QreR est un sous-groupe aun parambtre de AZA(R; r) 
qui n’est pas contenu dam Int(R), alors les groupes I, = cp,(F) sont tels que les varietes 
(T,\X,m,) ont toutes le meme spectre et, pour c assez petit, ne sont pas deux-&-deux 
isometriques. On voit done que dans ce cas I’ensemble jsos(TO) est compact et contient des 
groupes qui donnent lieu a une infinitt: non denombrable de classes d’isometries. Pour 
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terminer, remarquons que le resultat que l’on vient de prouver donne une nouvelle preuve 
du fait que les exemples de deformations isospectrales fournis par Gordon et Wilson 
donnent lieu a un ensemble compact de classes d’isometries [3, p. lOSO]. 
Pour terminer cette partie, nous allons now interesser de manilre plus prkise a la 
topologie des ensembles $sos(IO). Pour cela nous aurons besoin dune hypothese 
d’analycite. Tout d’abord, rappelons que tout groupe de Lie reel est en fait un groupe 
analytique. Maintenant, si I est un sous-groupe discret et co-compact dun groupe de Lie G, 
on munit l’ensemble W(I?, G) des morphismes de I dans G de la topologie de la convergence 
simple puis d’une structure d’ensemble analytique. Pour cela, on choisit un ensemble fini 
fr 1, . . . , y,,) de genirateurs de I et on identifie %(I, G) a un sous-ensemble analytique de G” 
par Yapplication: p H (p(yl), . . . , p( 7”)). Dans de nombreux cas, on peut choisir un systeme 
de gtntrateurs tel que la composante connexe de l’inclusion de I’ dans G, que l’on notera 
par la suite %,(I, G), soit non seulement un sous-ensemble analytique mais une sous-variete 
analytique. C’est ce que se passe lorsque G est compact, nilpotent et simplement connexe, 
semi-simple sans facteur compact [16] ou, plus generalement, si le quotient de G par son 
radical est un groupe semi-simple sans facteur compact [S, p. 1043. On peut maintenant 
tnoncer le resultat d&irk 
PROPOSITION 9. Soit G un sous-groupe du groupe des ~som~tries d’une variktk r~e~a~- 
nienne analytique (X,m) tel que I’action de G sur X soit analytique. On suppose que G a un 
nombrefini de composantes connexes et que pour tout sous-groupe discret et co-compact r de 
G, BO(T, G) est une variitt4 analytique. Alors l’ensemble .Ysos(I”~) des sous-groupes discrets 
r de G tels (T\X,m,) soit une varittt compacte qui ait mime spectre du lapiacien que 
(I?, \ X, m,) n’a qu’un nombre jini de composantes connexes par arcs. 
Preuve. Supposons qu’il existe dans Ysos(TO) une suite infinie (In}, z 1 de groupes dans 
des composantes connexes par arc de Aosfr,) deux a deux distinctes. D’apres ce que l’on 
a vu dans la proposition precedente, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que 
la suite p-J, B I converge vers un Clement I’ de Ysos(I’,,). 11 existe alors un isomorphisme 
pn de I vers I, tel que pour tout y dans I, on ait: lim,, + m P”(Y) = y. La suite (pnfn &, 
convergeant vers l’inclusion de I dans G, les isomorphismes P,, appartiennent, pour n assez 
grand, a g&Y, G) puisque a(I,G) est, comme tout ensemble analytique, localement 
connexe par arc. On considere maintenant un voisinage U de l’inclusion de I dans 
G analytiquement equivalent a un cube et on construit, quitte a reduire U, un diffeomor- 
phisme F, de X tel que, si l’on pose I,, = u(T), on ait I, = F,TF; 1 et tel l’application U x X 
dans X qui envoie (u, x) sur F,(x) soit analytique. Pour cela, on reprend la preuve de [6, p. 
3831 ou [7, p. 591 et on utilise le fait que le flot dun champs de vecteurs analytique est 
analytique. On remarque maintenant que les varietks (I’,\X, mrw} et (T\X, F,* mro) sont 
isom~triques et que ~application u t-, F:m, est analytique. On peut maintenant appliquer 
le gemkalisation du theoreme de Buser et Courtois due a Dai et Wei: si on choisit un ouvert 
relativement compact I’ inclus dans U, alors il existe un entier N tei que si v est dans V et si 
les iV premieres valeurs propres de (I’,\X,m,) et de (I\X,m,) sont les memes, alors les 
deux varietes sont isospectrales [17]. On note maintenant {A,(u)}, r 0 la suite des valeurs 
propres de (I,\X, mr,) et on pose I = I,. Si M designe le plus petit entier tel que 
Allr + 1 (0) z== A,(O) et si L est un nombre tel que A,+ 1 (0) > L > J,(O), alors il existe un 
voisinage ouvert W de 0 contenu dans V tel que pour w dans W, on ait 
&+ 1(w) > L > n,(w) et que pour toute fonction symetrique s de M + 1 variables, 
I’application w H s&(w), . . . , A,(w)) soit analytique sur W. On en deduit que 
$sos(IO)n (I,; w E W > est un ensemble analytique et est done localement connexe par arcs. 
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Comme les sous-groupes I”, sont dans ce voisinage de l7 pour n assez grand, ils appartien- 
nent 1 la mdme composantes connexe par arcs que r dans .Fsos(r,). On a done une 
contradiction avec l’hypoth&se de dbpart, ce qui montre que J&s(T~) n’a qu’un nombre fini 
de composantes connexes par arcs. q 
Ce rksultat s’applique principalement lorsque X = G/K est une varittC riemannienne 
homogbne pour G. Les composantes connexes par arcs de Aos(TO) &ant ouvertes, si un 
klkment r de 9sos(T0) est proche r,, il existe une d&formation isospectrales qui joint r0 et 
r. Le probkme est done rkduit, au moins localement, A classifier les d&formations i ospec- 
trales. 11 est raisonnable de penser que les seules dtformations de rkseaux qui donnent lieu 
B des variitCs isospectrales sont celles qui ont CtB construites par Gordon et Wilson. Cette 
classification des dkformations isospectrales a CtC obtenue dans un cas particulier dans [18]. 
On obtient alors: 
COROLLAIRE 10. Soit N un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de rang deux 
muni d’une mttrique invariante ci gauche m et r0 un sous-groupe discret et co-compact de N, 
alors l’ensemble Ysos(TO) a un nombreJini de composantes connexes par arcs. De plus, la 
composante connexe par arcs d’un element r de Ysos(r,,) est l’ensemb~e des rp 0 $(r) quand 
J, parcourt i’e~emble AIA(N; r) des automorphismes presque int~rieurs relativement Li r et 
cp parcourt le groupe I, des automorphismes de N qui sent des isomktries de (N,m). 
4, CAS DES GROUPES SEMISIMPLES 
Comme nous venons de le voir, le spectre du laplacien d&ermine, dans une classe 
d’isombrie locale, un ensemble compact de classes d’isomktrie et on peut se demander sous 
quelle hypothke ce r&hat peut Ctre amkliork Les deformations construites par Gordon et 
Wilson montrent que l’on ne peut espkrer obtenir de meilleur rksultat d’ordre gCnCra1 si l’on 
n’exclut pas les groupes rksolubles. On est done amen6 tout naturellement Aconsidkrer les 
groupes de Lie semi-simples, puisque, par dtfinition, ceux-ci n’admettent pas de sous- 
groupe distinguk, connexe et rbsoluble non trivial. Nous pouvons maintenant Bnoncer: 
PROPOS~ION 11. Soient (X, m) une varidtk riemunn~enne et G un sous-groupe firm6 et 
connexe du groupe des isomt?tries de (X,m). On suppose que G est semi-simple, n’a aucun 
fucteur compact ou IocaZement isomorphe ci SL(2, R). Soit r, un groupe discret contenu dans 
G tel que I?, \X soit une vari&tt compacte. Alors, il existe N sous-groupes lYl, , . . , r, tels que 
Ysos(TO) soit l’ensemble des sous-groupes discrets de G qui sent conjuguks duns G d l’un des IYi 
pour 0 < i < N. En particulier, il n’existe qu’un nombreJini de classes d’isomitrie pour les 
vari&?s (T\X,mr) quand r parcourt Ysos(r,). 
Preuve. Supposons qu’il existe dans Ysosfr,) une suite infinie {mfn 3: , de groupes non 
deux-&deux conjugub dans G. D’aprks ce que l’on a vu dans la partie prkkdente, quitte 
A extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite p-J, 2 1 converge vers un tltment 
r de Srsos(r,). On veut maintenant appliquer le thCor&me de rigiditk de Mostow. Pour cela, 
on est obligk d’introduire le groupe G qui est le quotient de G par son centre C. Remarquons 
que C est un groupe fini. On note alors c et f les projections respectives de IT, et r dans G. 
I1 est immkdiat que ces groupes sont des sous-groupes discrets et co-compact de G et que la 
suite (c}n z 1 converge vers r. Done, quitte d extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il 
existe un isomorphisme 6. de r vers c tel que pour tout y dans r, on ait: lim,, + co 6,(y) = y 
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[S]. D’apres le theoreme de Mostow [19, p. 1871, ces isomorphismes ’etendent de maniere 
unique en des isomorphismes de G que l’on note encore 8,. Comme la suite {O,}, a1 
converge vers l’identitt, les elements de cette suite apartiennent, a partir dun certain rang, 
& la composante neutre de At(G) qui est le groupe des automorphismes inttrieurs. Done, 
quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que les groupes c sont tous de la for-me 
c = S,- ’ K oii z est la projection dans G dun Clement gn de G. Remarquons maintenant 
que gn nest bien definit que modulo I: et que, r \ G &ant compact, on peut supposer, quitte 
a extraire une sous-suite, que la suite (gn>, a1 est convergente. On en deduit que la suite 
(!Uk??3”>l est convergente. Comme tous ces groupes sont des sous-groupes du groupe 
discret CT, qui est l’image reciproque de i= dans G, cette suite est constante a partir d’un 
certain rang, ce qui contredit le fait que les groupes consideris ne sont pas conjugds 
dans G. cl 
Remarque 12. Le resultat obtenu dans la proposition precedente ne peut etre ameliore 
dans le sens suivant: on ne peut pas esptrer montrer que l’ensemble ,Idsos(r,) se reduit 
A l’ensemble des sous-groupes conjugues avec I-,. En effet, Spatzier a montre que pour une 
grande classe de groupes semi-simples (voir [ZO] pour un &once precis), on a la propritte 
suivante: si r est un sous-groupe discret et co-compact de G, alors il existe deux sous- 
groupes r, et I-, d’indice fini dans I’ qui ne sont pas conjugues dans G et tels que les 
representations de G induites par les representations triviales de I-, et r, sont Cquivalentes. 
On en dtduit en utilisant le thtortme de Sunada [21] que les varittes (T,\X, m,,) et 
(rz \X, mr,) sont isospectrales et en general non isometriques. Notons que de tels exemples 
ont aussi Cte construits par Vigneras [22] dans le cas de G = PSL(2, R)’ x PSL(2, C)“. 
Nous avons malheureusement b t obliges dans la proposition precedente d’exclure le cas 
le cas ou le groupe semi-simple G admet un facteur localement isomorphe h SL(2,R). Nous 
allons voir que l’on peut se passer de cette hypothese si la variete sur laquelle le groupe 
G opere isom~triquement est l’espace symetrique qui lui est naturellement associe. En effet, 
on a le resuftat suivant: 
PROPOSITION 13. Soient X = G/K un espace symhrique de type non compact simplement 
connexe et r, un sous-groupe discret du groupe G des isomhries de X tel que r,\X soit une 
vari& compacte. Alors, il n’existe qu’un nombre jini de classes d’isomttrie de variktks 
localement symhtriques de la forme r\X quand r parcourt Ysos(r,). 
Preuue, Supposons qu’il existe une suite infinie (m In a , de groupes non deux-a-deux 
conjugub dans G. D’apres ce que l’on a vu dans la partie preddente, quitte a extraire une 
sous-suite, on peut supposer que la suite (raj, b 1 converge vers un Clement r de &sos(f’,). 
On sait que G est un produit de groupes simples et on tcrit G = G(O) x G(l) x .‘. x Gfp) oti 
les groupes G(‘) pour i > 1 sont les facteurs isomorphes B PSI.42, III) tels que la projection 
rci) de l? sur G(j) soit un groupe discret et G(O) est le produit des autres facteurs simples. 
D’aprts Weil[16, pp. 591,592], la projection Pi) de r sur G(‘) est un sous-groupe discret et 
co-compact de G@), et ce pour i > 0, et r est un sous-groupe d’indice fini de 
r(O) :< r(l) x . . . x rep). Finalement, les groupes r, ont, pour n assez grand, les m6mes 
proprietts que r et, avec des notations Cvidentes, les suites {Tf)},, 3 1 convergent vers rCi) et 
ce pour tout i 3 0. En utilisant le theoreme de Mostow et les mimes arguments que dans la 
proposition prtctdente, on voit que, quitte a extraire une sous-suite et a changer r, en 
O-~g,ouk,I,.I est une suite convergente d’tlements de G(O), on peut supposer que pour 
tout n, on a rp) = r(O) On remarque maintenant que le spectre des varittts . 
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I-CO) x r(l) x ._. x I$‘“\X est contenu dans le spectre, que l’on va noter I;, commun a toutes 
les vari&zs fn\X et que done, a fortiori, le spectre des surfaces de Riemann I-z’\ W 2 est lui 
aussi contenu dans E. En utilisant le fait que les surfaces I$‘\ Hz convergent vers la surface 
r(i’\W2 lorsque n -+ + co, on obtient que, si l’on note &(I?Ai)) la k-ibme valeur propre de 
rf)\W, alors la suite {qrf))), 2, est convergente t contenue dans l’ensemble discret 2=. 
On en deduit que pour tout k 2 0 et 1 d i Q p, il existe une entier N(i, k) tel que la suite 
w% a 1 soit constante a partir de N(i, k). On remarque maintenant qu’il existe un 
nombre E > 0 tel toutes les surfaces I$\ W* aient un rayon d’injectiviti: plus grand que E. 
On peut maintenant appliquer le resultat de Buser et Courtois [23]: il existe un entier n, tel 
que si les n, premieres valeurs propres de deux surfaces de Riemann de rayon d’injectivite 
plus grand que E sont les m2mes, alors ces deux surfaces ont isospectrales. On deduit de ce 
resultat qu’il existe un entier N tel que, si m, n > N, alors les surfaces rf)\ w ’ et r2)p-u 2 
sont isospectrales et ce pour tout 1 < i 6 p. Comme le spectre du laplacien determine un 
nombre fini de classes d’isometrie de surfaces de Riemann [23], quitte a extraire une 
sous-suite t A changer I$’ en g; 1 rf’gn oh { gn jn a , est une suite convergente d’tltments de 
G”‘, on peut supposer que pour tout IZ, on a r(O) x rA1) x . I a x rtp) = r(O) x r(l) x ... x I?). 
11 suffit de remarquer que les groupes I,, sont des sous-iroupes du groupe discret 
I-WxI-Wx . . . x r-(p) et que la suite (rn>, aI ne peut done qu’etre constante a partir dun 
certain rang. On aboutit done a une contradiction. cl 
~emar4ue 14. Le resultat que l’on vient de montrer pour les espaces ym~triques de type 
non compact l’est aussi pour les espaces ymetriques de type compact, comme nous l’avons 
vu dans la premiere partie de la preuve de la proposition de la partie preccdente t pour les 
varietes plates, comme l’a montre Sunada [24]. Le cas des espaces ymetriques qui sont des 
produits des cas que l’on vient de titer reste un probleme ouvert. 
5. UN RkSULTAT SUR LE SPECTRE DES LONGUEURS 
Nous allons nous inttresser dans cette partie au spectre des longueurs. Bien que ce ne 
soit pas toujours la d~~nition retenue, on definit le spectre des longueurs comme &ant 
l’ensemble des longueurs des geodtsiques periodiques qui ont une longueur minimale 
parmis toutes les courbes ptriodiques de leur classe d’homotopie libre, la multiplicite 
dune longueur I &ant &gale au nombre de classes d’homotopie libre dont la plus petite 
geodtsique ptriodique est de longueur 1. On sait qu’il y a une bijection entre les classes 
d’homotopies libres dune variete et les classes de conjugaison de son groupe fondamental 
et si l’on se place dans le cadre que l’on a consider6 jusqu’a present, c’est-a-dire si l’on icrit la 
variete sous la forme (I\X, mr) oii X est maintenant supposee simplement connexe, alors le 
spectre des longueurs est I’ensemble des i(y) quand y parcourt l’ensemble des classes de 
conjugaison de I (rappelons que I(y) = inf, E x d(x, y. x) ne depend que de la classe de 
conjugaison de y). 
Compte-tenu des relations qui existent entre le spectre du laplacien et le spectre des 
longueurs (voir 1141 pour des references ur le sujet), on peut s’attendre a ce que le resultat 
de compacite concernant le spectre du laplacien soit encore vrai pour le spectre des 
longueurs. Le resultat obtenu dans le cas general est malheureusement plus faible: 
PROPOSITION 15. Soit I?, un groupe discret contenu duns un sowgroupe G du groupe des 
isomdtries d’une variLtt riemannienne (X,m) tel que I’,\X soit une varibt& compacte. Alors, 
pour tout C > 0, l’ensemble L - Ysos(I’o)c des sous-groupes discrets I’ de G tels (T\X, mr) 
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soit une varilte compacte de volume d C qui ait me?me spectre des longueurs que (T,\X, m,) 
est une partie compacte de l’ensemble &o des sous-groupes discrets de G. De plus, il n’existe 
qu’un nombre fini de type de di#eomorphisme pour les varietes r\X quand l’- parcourt 
L - Ysos(I-(#. 
Preuve. Si r est un sowgroupe de G operant librement sur X, on pose 
lo(r) = inf,,r _ +I l(y). Si rest dans L - $sos(r,)‘, alors lo(T) = lo(TO) et il existe un ouvert 
U de G contenant l’blement neutre e tel que pour tout lY dans L - Ysos(TO)‘, on ait 
UnT = (e>. Considerons maintenant une suite (r”>, >, d’elltments de L - Ysos(r,)‘. On 
peut appliquer le critere de Mahler: ii existe un sous-groupe discret r et une sous-suite que 
I’on notera encore {r n n 2, qui converge vers r. 11 nous faut maintenant montrer que r est > 
dans L - Ysos(rO)c. 
Le principal problbme est de montrer que r\X est une varitte compacte. Pour cela, on 
reprend la fin de la preuve du resultat concernant le spectre du laplacien et on montre de la 
meme man&e que l’action de IF est libre. II nous faut maintenant montrer qu’il existe une 
constante I) > 0 teile que pour tout r dans L - ~sos(~‘-‘,)~, on ait diam(r\X, m,) < D. Ceci 
est une consequence directe de la preuve du Lemme 7 de la troisieme partie et de la fin de la 
preuve de la Proposition 5. 
Montrons maintenant que le spectre des longueurs de la varitte limite (lT\X, mr) est le 
m&ne que celui de (r, \ X, mro). Pour cela, on raisonne de la meme man&e que pour le 
resultat concernant le spectre du laplacien. 11 existe, pour n assez grand, une suite B, de 
diffeomorphismes de X qui converge vers l’identite pour la topologie C” telle que 
r, := 8,l-Y;‘. 11 est immediat que 19, induit un diffeomorphisme, que l’on notera encore 8,, 
entre r\x et r,\x. On remarque maintenant que (T,\X,m,) et (T\X,t@n,) sont 
isometriques. Le resultat annonce dbcoule du fait que la suite de metriques @m, converge 
vers m, et de Ia continuity par rapport a la mttrique de la fonction qui associe a une classe 
d’homotopie libre $? la longueur de la plus petite courbe appartenant a V. 
La proposition est maintenant demontree. n 
Pour avoir un resultat satisfaisant, il fraudrait pouvoir se passer de l’hypothese sur le 
volume. I1 arrive que ceci soit possible: 
PROPOSITION 16. Soient X = G/K un espace symdtrique de rang 1 de type non compact et 
r,, un sous-groupe discret de G tel que lY,\X soit une varietb compacte. Alors l’ensemble 
L -- .Ysos(~~) des sous-groupes discrets r de G tels r\X soit une variete compacte localement 
sym~trique qui ait mzme spectre des Zongueurs que I’,\X est constitu~ d’un nombre fini de 
classes de conjugaison. En d’autres termes, il n’existe qu~un nombre~ni de classes d’isom~tries 
de varietis locatement symetriques de la forme r\X quand IY parcourt L - 9sos(F,,). 
Preuve. Si dim(X) = 2, ce resultat est deja connu puisque deux surfaces de Riemann 
compactes ont m&me spectre du Laplacien si et seulement si elles ont m&me spectre des 
longueurs. Dans le cas oti dim(X) B 3, on peut les resultats de Deitmar et Juhl qui nous 
assurent que si F est dans L - Ysos(r,), alors r,,\X et I-\X ont meme caracttristique 
d’Euler et done mime volume [25,26] d’aprts la formule de Gauss-Bonnet. On en deduit en 
utilisant la proposition precedente que L - 9sos(T,,) est une partie compacte de l’ensemble 
A%~ des sous-groupes discrets de G. Comme G est un groupe simple non compact et non 
localement isomorphe A SL(2, R), la preuve de la Proposition 11 de la partie 4 nous assure 
que L - ,Idsos(r,) est constitd d’un nombre fini de classes de conjugaison. La preuve est 
done terminee. cl 
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6. APPLICATION AUX REPRltSENTATIONS 
Nous alfons maintenant appliqucr le resultat de compaciti: portant sur les riseaux 
isospectraux au problbme classique d’analyse harmonique qui consiste a Ctudier les repres- 
entations regulieres. On considtre un groupe de Lie connexe G et un sous-groupe F discret 
et co-compact de G. On d&nit alors une representation de G, que l’on note rcr, dont l’espace 
est Lz(F\G) et qui est dtfinie comme suit: (~r(~)~)(~) = (p(G) ou cp est dans L@,G). 
ZZ dans F\ G et g dans G. La representation ainsi obtenue est la representation i duite par la 
representation triviale de F. On peut montrer que xn, est completement reductible et 
interprttrer en fonction de F les multiplicitts des representations irreductibles de G dans 
nr est un probltme dur [27]. On verifie facilement que deux groupes conjugues dans 
G induisent des representations Cquivalentes et on peut se demander si cette condition est 
nixessaire. Ceci nest en pas vrai en general et c’est en utilisant ce ph~nom~ne que Gordon 
et Wilson ont construits leurs deformations isospectrales. En effet, dans le cas oti G est 
simplement connexe et resoluble de type exponentiel Gordon et Wilson [15,3] montrent, en 
utilisant la thiorie de Kirillov, que si 40 est un Clement du groupe AIA(G; F) des automor- 
phismes presque indrieurs, alors les representations TX,- et rrscrt sont bquivalentes. De plus, si 
~~~(~~~(G; F)) > ~~~(~n~(G)) et si(~~)~~~ est un sous-groupe & un parametre de AIA(G; F) 
qui nest pas contenu dans mt(G), alors les groupes I?, = q*(F) ne sont pas, pour t assez 
petit, deux a deux conjugub. On va obtenir cependant obtenir un resultat analogue a celui 
que l’on a obtenu dans l’etude des problemes d’isospectralitt. En effet, on a le resultat 
suivant: 
PROPOSITION 17. Soie~t G un groupe de Lie ayant un nombre~n~ de composuntes connexes 
et r, un sowgroupe et co-compact de G. Alors l’ensemble &?ep(TO) des sous-groupes r de 
G discrets, co-compacts et tels que les reprhentations n, et nro soient Cquivalentes est une 
partie compacte de l’ensemble &o des sous-groupes discrets de G. 
Preu~e. Fixons une mttrique riemannienne m inva~ante a gauche sur G. Le groupe 
G opere alors sur lui-meme par translations $ gauche comme un groupe d’isometries et, 
d’apres le thtoreme de Sunada [21], si F est dans Bep(T,.,), alors les quotients riemanniens 
(FO\G, m,) et (I?\ G, mr) sont isospectraux, done ,Yeep(r,) est contenu dans Ysos(Fe) qui est 
compact. Pour prouver le resultat, il suffit done de montrer que &p(r,) est ferme dans 
~?sos(F,). Soit fFR In 9 1 une suite d’tlements de B?ep(T,) qui converge vers un Clement F de 
$sos(Fe) et montrons que F est dans Bep(TO). Pour cela, si cp est une fonction de classe C” 
et a support compact, on pose 
%@A = s cPtSh(Q)~Pc(S) G 
oti pe est une mesure de Haar sur G fix&? une fois pour toutes. On peut mOntrer que 
l’operateur n,-(q) ainsi defini est a trace et que les representations rr,- et rrr, sont equivalentes 
si et seulement si pour toute fonction q de classe C” a support compact les optrateurs rcr((p) 
et rcr,((p) ont m&me trace. De plus, cette trace se calcule [27]: 
trace(~r(~~) = j- 
& 
( t: ~(u-‘~u~)d~o(u) 
Yer 
oh D, est un domaine fondamental pour l’action de F sur G. Fixons une fois pour toutes un 
point go et choisissons les domaines fondamentaux Dr,(go) et Dr(go) introduits dans la 
premiere partie. D’apres la Proposition 1 de la deuxieme partie, il existe un compact W de 
G contenant am et tous les D,(g,). Si l’on pose X = W support(~) W-‘, alors k; est 
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compact et 
trace(n,(cp)) = d/k(u). 
Comme la suite (In>, a 1 converge vers F, il existe, pour n asset grand, un isomorphisme 
8, de F vers I’, tel que pour tout y dans F, on ait: lim,, + m 0,(y) = y. Fixons maintenant un 
voisinage ouvert et relativement compact U de K tel que K n r = U n r. Alors, si la assez 
grand, on a 
r, n U = &(lF n K) et trace(zr,(cp)) = 
S.( 
Dr $FnK cP(u-%(Y)u) 
Comme la somme consideree est finie et que la fonction caracteristique de D, converge 
presque partout vers celle de Dr, on peut appliquer sans probleme le theoreme de conver- 
gence dominee de Lebesgue et on obtient: lim,, + co trace(n,(cp)) = trace(7cr(q)). On a done 
bien montrt que I est dans %kP(Fe), ce qui permet de conclure. 0 
Pour terminer cette partie nous allons d&ire, dans certain cas, l’ensemble &%p(Fe) de 
manihe plus precise. En effet, on a le resultat suivant: 
COROLLAIRE 18. Soient G un groupe de Lie simplement connexe et r&soluble dont toutes les 
racines sont rkelles et rO un sous-groupe discret et co-compact de G. Alors l’ensemble Bep(r,) 
des sous-groupes r de G discrets, co-compacts et tels que les repr~sentut~ons 7~~ et zfO soient 
~qu~v~lentes n’a qu’un nombre$ni de composantes connexes par arcs. De plus, la composante 
connexe par arcs d’un &ment r de 5fep(rO) est l’ensemble des cp(l7) quand cp parcourt 
AIA(G; I-). 
Preuve. Supposons que Bep(F,) ait une infinite de composantes connexes par arcs. On 
obtient ainsi une suite (m>, a1 d’elements de %?ep(To) dont tous les elements appa~iennent 
8 des composantes connexes par arcs distinctes. D’apres ce que l’on a vu, on peut supposer, 
quitte a extraire une sous-suite, que cette suite converge vers un element I de &p(TO). Ii 
existe done, pour n assez grand, un isomorphisme Q,, de I vers I,, tel que pour tout y dans F, 
on ait: lim,, + m 8,(y) = y. Comme G n’a que des racines reelles, 8, &tend de man&e unique 
en un isomorphisme de G que l’on notera encore &, (voir [ZS] pour des rkferences), 
Remarquons que le groupe Aut(G) des automorphismes de G admet une structure naturelle 
de groupe de Lie dont la topologie sous-jacente st la topologie compacte-ouverte. En 
utilisant les memes arguments que dans [28, preuve du Corollaire 3.11, on obtient que la 
suite (4 In a , converge vers l’identite dans Aut(G). On introduit maintenant l’ensemble 
.X des automorphismes 8de G qui sont tels que @(Fe) soit dans Bkp(I’O). En utilisant le fait 
que, si 40 est dans Aut(G), alors les representations ‘IE~(~,) et rrrOoeT1 sont equivalentes, on 
verifie facilement que X est un sous-groupe de Aut(G). De plus, comme l’application 
cp ++ cp(Ie) est continue et que 2 est l’image reciproque du compact Bep(r,) par cette 
application, Z’ est un sous-groupe ferme de Aut(G). Comme tout sous-groupe fermt dun 
groupe de Lie est iui-meme un groupe de Lie, on obtient que X, etant une sous-vari&t de 
AM(G), est localement connexe par arcs. Comme la suite (e,), $, converge vers l’identite, 
les elements de cette suite sont, pour n assez grand, dans la meme composante par arcs que 
l’identite. On a done une contradiction avec l’hypothese de depart. La description des 
composantes connexes par arcs que l’on a rappelee g la fin de la proposition est due a 
D. Schueth [28]. q 
Une consequence de ce resultat est que si pour tout sous-groupe F discret et co-compact 
de G on a AZA(G; I) = Int(G), alors 92ep(T,) est une reunion finie de classes de conjugaisons. 
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On vkrifie facilement que ceci est le cas si G est le groupe d’Heisenberg. Ce rtsultat est 
encore vrai pour une autre classe de groupes. En effet, on a le rtsultat suivant: 
COROLLAIRE 19. Soient G un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact et r,, un 
sous-groupe discret et co-compact de G. Alors l’ensemble &p(T,) des sowgroupes r de 
G discrets, co-compacts et tels que les reprbentations TQ- et TC,, soient kquivalentes est une 
r&union jinie de classes de conjugaisons. 
Preuve. C’est une conskquence directe de la Proposition 13 de la partie 4 et du thkorkme 
de Sunada [21]. 
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